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D3y tham lam, kernel téi ti€u va rao chan Iy thira

THONG TIN TAI LIEU

Két qua cudi: ton tai cac s6 nguyén duwong 7, L sao cho
GpyT = Gn + L vOimoin > 1.

Kién truc chirng minh: nén day thanh mot tdp co dinh A4; xét cdc phan t toi
tiéu theo chia hét; dung mot “rao chéan liy thira” dé chitng minh moi nguyén to
trong kernel déu nhé hon a?; tr d6 A 1a hgp hitu han cac tap boi va tuan hoan
theo modulo.

Ban bién soan doc lap theo quy trinh Human-AI Olympiad Attack. Khong phai Ii gidi chinh thirc cia Ban té chirc
IMO.
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1 Dé bai
Cho mot day vo han aq, as, as, . .. gom cac s6 nguyén 1lén hon 1. Gia st véi moi s6 nguyén
duong n, s6 hang a,,,1 1a s6 nguyén duong nhé nhat 16n hon a,, sao cho

ged(ant1,a;) > 1 (1=1,2,...,n).

Chirng minh rang ton tai cac sé nguyén duwong 7, L sao cho

‘an+T:an+L‘

vGi moi s6 nguyén duwong n.

r A ° N
2 Ban do chién luoc
Nén bai toan dong thanh mot tap co dinh
bat
A={m>1:gcd(m,a;) >1véimoii> 1}.

Day (a,) chinh 1a phép liét ké tang dan cac phan t cia .A khong nho hon a;. Vi vay
chi can chitng minh A tuan hoan theo mot modulo L.

Lo trinh ching minh:

1. chitng minh A déng lén theo chia hét va d6i mot khong nguyén t6 cung nhau;
2. xét cac phan t toi tiéu cia A theo quan hé chia hét, goi 1a cac kernel;

3. chitng minh chi c6 hitu han kernel bang cach chan moi nguyén té trong kernel béi

2.
all’

4. 1ay L la boi chung nhé nhat cta cac kernel va dém s6 16p du hgp 1é dé thu dugc 7.

3 Tap admissible va cac tinh chat co ban
Bo dé 3.1. Dady (a,,) liét ké tdng dan ding cdc phan ti ctia A ndm trong [aq, 00).
Chitng minh. Moi a,, ¢6 wdc chung 16n hon 1 véi moi s6 hang trude né do cach chon, va
vGi moi s6 hang sau né do diéu kién ap dung & cac budc sau. Vi thé a,, € A.
Néum € Avam > a,, thi m 1a mot tng vién hgp 1&é & budc chon a,,. 1. Do tinh nhoé nhat,
ap+1 <M.
Vi vay day khong thé bé qua mot phan ti nao ctia A 16n hon a;. O
Bd d@é 3.2. Tdp A c6 hai tinh chdt:
1. nefume Avam | M, thi M € A;
2. néuzx,y € A thiged(z,y) > 1.
Chitng minh. Ménh dé dau hién nhién vi moi wéc chung cia m véi a; cling chia M.

Gid st z,y € Anhung gcd(z,y) = 1. Chon k du 16n sao cho kx > a; va ged(k,y) = 1, chang
han chon £ = 1 (mod y) da 1én. Tw tinh déng 1én, kx € A, nén kz xudt hién trong day.
Nhung

ged(kx,y) = 1,
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trai véi y € A. O

4 Kernel toi tiéu
V6im > 1, ky hiéu

rad(m) = [ p.

plm

Néum € Athirad(m) € A, vihai s6 c6 cung tdp wdc nguyeén t6. Trong cac wéc cia rad(m)
thudc A, chon mot wdc t6i tiéu theo chia hét. Ta goi nd 1la mot kernel.

Mobi kernel 1a s6 vudng ty do. Hon nita, moi m € A chia hét cho it nhat mot kernel. Do
tinh dong 1én,

A= [N, €]

bek

trong do6 K 1a ho tat ca cac kernel.
Vi vay nut that duy nhat con lai la:
B6 dé khéa

Ho kernel £ 1a hitu han.

5 BO dé nhan chirng va rao chan liiy thira

Bd dé 5.1 (Nhan chirng xuat hién trudc mot Iy thira). Cho d > 1vad ¢ A. Goi j la chi s6
nho nhat sao cho
ged(d,aj) = 1.

Néu s la s6 nguyén dwong nhé nhdt théa d* > ay, thi

@

Chitng minh. Gia s a; > d°. Goi ¢ la chi s6 dau tién sao cho a; > d°. Khidé ¢ < j va, voi

moi: < t, ta co ged(d, a;) > 1. Do d6 d° cé wdc chung 16n hon 1 véi moi a; trude budce ¢ va
1a mot wng vién hop 1é.

B&i tinh tham lam, a; < d*. Két hgp véi dinh nghia cta ¢, suy ra a; = d°.

Néu ¢ = j thi ged(a;,d) > 1, mau thuan. Néu ¢ < j thi a; va a; 12 hai s6 hang cia day nén
¢6 wdc chung 16n hon 1. Nhung moi wdc nguyén té clia a; = d° déu chia d, lai mau thuan
véi ged(ay,d) = 1. O

Y nghia cia b6 dé 1a: mot s6 khong thudc A phai bi mot s6 hang ctia ddy “phat hién” trugc
khi ddy vuot qua liiy thira dau tién cia né nam trén a;.

6 Moi nguyén to trong kernel déu nhé hon ¢?

Co dinh mdt nguyén t6 p xuat hién trong it nhat mot kernel. Trong tat ca cac kernel chira
p, chon
b=pd

sao cho cofactor d = b/p nhé nhat.
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Néud =1, thip = b € A. Vipphdicéd wéc chung véi aq, suyra p | a;, nén p < a;.
Xét d > 1. Do b la kernel, wdc thyc sy d khong thudc A. Chon j nhé nhat sao cho
ged(d,a;) = 1. (3)

Via;,b € A, hai s6 nay khong nguyén t6 cung nhau. Tit b = pd va (3), wéc chung duy nhét
c6 thé dén tir p, nén

p|aj. 4)

Chonmotkernel cchiarad(a;). Vie,b € A,taco ged(c,b) > 1. Matkhacc | a; vaged(aj,d) =
1, nén ¢ khéng chira nguyén té nao cda d. Do d6 p | ¢; viét

c = pe. (5)
Néu d > a, trong Bo dé 5.1tacé s = 1, nén a; < d. T (5),

c _a;
e=-<-<d
b b

)

trai véi cach chon d nhé nhat trong cac kernel chita p. Vi thé

©

Bay gio' 1ay s nho nhét sao cho d* > a;. Khi dé
&<y — d®* <a1d < a%.

T B6 dé 5.1 va (4),
p<a; <d’ < a%.
Do do:

Pinh ly 6.1. Moi nguyén t6 xudt hién trong mot kernel déu théa

p < a%. 7)

Chi c6 httu han s6 nguyén t6 nhé hon a2, va moi kernel 1a tich cia mot tap con cac nguyén
t6 do. Vi vay ho £ hitu han. B6 dé khéa da dugc chitng minh.

7 T hiru han kernel dén tuan hoan tinh tién

Liét ké cac kernel 1a
K = {by,by,... b}

Theo (1),
A=bNUbKNU---Ub,.N.

bat
L =lcm(by, b, ..., b,). (8)
Vib; | L v6imoii,
bi|m <= bi|m+L.

Suyra

iImeAd < m+LecA| 9)
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Goi T la s0 16p du modulo L thudc A:
T=#{1<r<L:b|rvéiitnhadt moti}. (10)
Mobi doan gom L s6 nguyén lién ti€p chira dung 7 phan ti cia .A. Dac biét, khodng
(ap, apn, + L]

chta dung T phan t& cia A, phan t& cu6ila a, + L. Vi (a,,) liét ké A theo thit tu tdng dan,

‘CanrT:CLn—I-L‘

voimoin > 1.
Két luan

Ton tai cac s6 nguyén duwong 7, L thda

par = an + L vOimoin > 1.

Chubi sai phan a,; — a, vi thé 1a tudn hoan véi chu ky 7.

o ~? - Ve o 2 X ? -
8 Kiém toan cac diém de bo sot
Bay 1: khodng cach bi chan chwa da
Tl viéc moi boi cla a; thudc A c6 thé suyra a, 1 — a, < a;, nhung mot day c6 budc
nhay trong mot tap hitu han chwa chac tuan hoan. Can hitu han hda cac kernel.
Bay 2: phai dung liiy thira ¢°
Mot boi tuy ¥ ctia d c6 thé chira nguyén t6 mdi, nén mot sé hang nguyén t6 cing
nhau vdi d van c6 thé giao vai boi dé qua nguyén t6 mai. Lity thira ¢° c6 dung cung
tap wdc nguyeén td vai d, vi thé tao ra rao chan tuyét doi.
Bay 3: cap chu ky khéng duy nhat

Néu mot cdp (7, L) théa méan thi moi cdp (k7 kL) cling théa man. beé bai chi yéu
cau ton tai, khong yéu cau xac dinh cap nguyén thuy.

9 GOc nhin cau truc

Quy tac tham lam ban dau duwong nhw phu thudc vao toan b lich st. Tuy nhién, tap A
bién lich st 4y thanh mot doi twgng tinh. Kernel mo ta nhitng “gidy thong hanh nguyén
t6” t0i thiéu dé mot s6 thudc .A. BO deé liiy thira cho thdy mdt nguyén td mdi khong thé
tron qua lau: néu cofactor con 1én, ta tao dwgc mot kernel nhd hon; néu cofactor da nho,
lily thira dau tién ctia né nam dwdi «?. Vi thé chi hitu han nguyén t6 va hitu han kernel
c6 thé xudt hién. Phan con lai 1a s6 hoc modulo.
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